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Íîäåëüìàí Âëàäèìèð Ñåìåíîâè÷

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ

ÊÀÊ ÑÐÅÄÑÒÂÎ ÎÁÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Â êîíöå 60-õ � íà÷àëå 70-õ ãîäîâ, ñ ñî-
çäàíèåì â ÍÈÈ Øêîëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ
è òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ Àêàäåìèè
ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê ëàáîðàòîðèè ìàòåìà-
òèêè, ðóêîâîäèìîé ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåí-
òîì ÀÏÍ Â.Ã. Áîëòÿíñêèì, ðàçðàáîòêà
ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå (äàëåå ÑÎ)
ïðèîáðåëà ïëàíîâûé, íàó÷íî îáîñíîâàííûé
è ïðîôåññèîíàëüíûé õàðàêòåð. Â ýòîò ïå-
ðèîä ñîòðóäíèêàìè ëàáîðàòîðèè áûëè îïóá-
ëèêîâàíû êîíöåïòóàëüíûå ìàòåðèàëû [1�3],
îïðåäåëèâøèå ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèé
ïîäõîä ê ñîçäàíèþ è èñïîëüçîâàíèþ ÑÎ.

Â îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà ëåæàëè ðåëèçà-
öèÿ äèäàêòè÷åñêîãî ïðèíöèïà íàãëÿäíîñòè
è äåÿòåëüíîñòíîãî ïîäõîäà ê âîñïðèÿòèþ
ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, îñíîâàííîãî íà ïñè-
õîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîýòàïíîãî ôîðìèðî-
âàíèÿ óìñòâåííûõ äåéñòâèé Ï.ß. Ãàëüïåðè-
íà. Ïðè ýòîì íàãëÿäíîñòü ïîíèìàëàñü êàê
ïðåäñòàâëåíèå çíàíèé ïîñðåäñòâîì èçîìîð-
ôíûõ èì ìîäåëåé, êîòîðûå ïðîñòû â âîñ-
ïðèÿòèè ó÷àùèìèñÿ [1, 2]. Ïîñêîëüêó äëÿ
ôîðìèðîâàíèÿ ïîëíîöåííûõ çíàíèé îäíîãî
ëèøü îáåñïå÷åíèÿ íàãëÿäíîñòè íåäîñòàòî÷-
íî, ïðåäïîëàãàëàñü òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ ïðî-
öåññà óñâîåíèÿ, êîòîðàÿ áû ãàðàíòèðîâàëà
àêòèâíóþ è àäåêâàòíóþ äåÿòåëüíîñòü ó÷à-
ùèõñÿ ñ ó÷åáíûì ìàòåðèàëîì (ìîäåëÿìè),

âûïîëíÿåìóþ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì
è â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [3].

Âïëîòü äî 80-õ, êîãäà â øêîëàõ ñòàëè
ïîÿâëÿòüñÿ êîìïüþòåðû, ÑÎ âêëþ÷àëè ìî-
äåëè è ïðèáîðû, ó÷åáíûå ôèëüìû, äèàôèëü-
ìû è äèàïîçèòèâû, ïëåíêè äëÿ ïðîåöèðî-
âàíèÿ ñ ïîìîùüþ êîäîñêîïà, òåòðàäè ñ ïå-
÷àòíîé îñíîâîé, äèäàêòè÷åñêèå ìàòåðèàëû.
ßâëÿÿñü âîñïèòàííèêîì ëàáîðàòîðèè, àâòîð
òàêæå ïðèíèìàë ó÷àñòèå â èõ ðàçðàáîòêå.

Îñîçíàíèå ïåäàãîãè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
êîìïüþòåðà êàê ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî, èí-
òåãðèðóþùåãî ÑÎ ïðèøëî íå ñðàçó. Ïåð-
âûå ïîïûòêè ñîñòîÿëè â ñëåïîì ïåðåíîñå
ñôîðìèðîâàâøèõñÿ èäåé è ðåøåíèé ñ îä-
íîãî íîñèòåëÿ íà äðóãîé � êîìïüþòåð1. Òåì
áîëåå, ÷òî ýòî áûëî ëåãêî ñäåëàòü, òàê êàê
òðàäèöèîííûå ÑÎ, çà èñêëþ÷åíèåì ñòåðåî-
ìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëÿëè èíôîð-
ìàöèþ â äâóìåðíîì âèäå: òåêñòû, ÷åðòåæè,
êàðòèíêè, àíèìàöèè. Äàæå ïðèáîðû, íå-
ñìîòðÿ íà èõ òðåõìåðíóþ ïðèðîäó, â êî-
íå÷íîì ñ÷åòå ñëóæèëè öåëè ôîðìèðîâàíèÿ
äâóìåðíûõ îáðàçîâ è ìàíèïóëèðîâàíèÿ èìè.
Êëàâèàòóðà è ýêðàí êîìïüþòåðà ïîòåíöè-
àëüíî êàçàëèñü âîçìîæíîé çàìåíîé îáû÷-
íûì ñðåäñòâàì, à ðàçâèòèå êîìïüòåðíîé
òåõíèêè, ðàçíîîáðàçèå ñðåäñòâ ââîäà, ãðà-
ôè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ êîì-

1 Âñïîìèíàåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò. Ãäå-òî â ïåðâîé ïîëîâèíå 80-õ, áóäó÷è â êîìàíäèðîâêå â Ìîñêâå, ÿ
áûë ïðèãëàøåí Ã.Ã. Ëåâèòàñîì � çàâåäóþùèì  ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòèêè ÍÈÈ ØÎÒÑÎ íà íåêîå ïðåäïðèÿ-
òèå ýëåêòðîííîé ïðîìûøëåííîñòè. Ïðåäïîëàãàëñÿ ñþðïðèç. Òàê è ñëó÷èëîñü � òàì ÿ âïåðâûå óâèäåë êîìïü-
þòåð â åãî íîâîé ôîðìå: êëàâèàòóðà è äèñïëåé. Íî ñàìûì óäèâèòåëüíûì áûëî òî, ÷òî êîìïüþòåðíàÿ ïðî-
ãðàììà ìîäåëèðîâàëà ðàçðàáîòàííûé ìíîþ è âûïóñêàâøèéñÿ ê òîìó âðåìåíè ìàññîâûì òèðàæîì «Ïîëèãîí
Ëîãè÷åñêèõ Ñõåì» � ïðèáîð, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè è ðàçâèòèÿ ëîãè÷åñêîãî ìûø-
ëåíèÿ ó÷àùèõñÿ. Èçîáðàæåíèå íà äèñïëåå êîìïüþòåðà áûëî òî÷íîé êîïèåé ïåðåäíåé ïàíåëè ïðèáîðà.
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Êîìïüþòåð êàê ñðåäñòâî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå

ÑÒÀÍÄÀÐÒÛ È ÊÎÍÖÅÏÖÈÈ

ïüþòåðîâ äàëåêî ïðåâçîøëè ñàìûå ñìåëûå
îæèäàíèÿ ïåäàãîãîâ 80-õ.

 Äåéñòâèòåëüíî ëè êîìïüþòåð ìîæåò
çàìåíèòü òðàäèöèîííûå ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ
ìàòåìàòèêå?

Îòâåò, â ïðèíöèïå, ïîëîæèòåëüíûé.
Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè òàêèõ âè-
äîâ ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, ïðè êîòîðûõ ðå-
àëüíîå ìàíèïóëèðîâàíèå òðåõìåðíûìè
îáúåêòàìè, èñïûòàíèå òàêòèëüíûõ îùóùå-
íèé ÿâëÿþòñÿ ïåäàãîãè÷åñêè çíà÷èìûìè.
Áîëåå òîãî, êîìïüþòåð îáîãàùàåò ñïåöèôè-
÷åñêèå ôóíêöèè òðàäèöèîííûõ ÑÎ íîâûìè
âîçìîæíîñòÿìè. Òàê, ó÷åáíîå êèíî, ÿâëÿÿñü
ìîùíûì ñðåäñòâîì àíèìàöèè, îãðàíè÷åíî
ñöåíàðèåì, ðåæèññóðîé è ìîíòàæîì: òðóä-
íî èëè íåâîçìîæíî îñòàíîâèòü ôèëüì, èç-
ìåíèòü ñêîðîñòü ïîêàçà, ïðîèãðàòü ñíà÷àëà
êîíêðåòíûé åãî ôðàãìåíò. È óæ, êîíå÷íî,
íåëüçÿ èçìåíèòü ñîäåðæàíèå ôèëüìà: ðàñ-
ñìîòðåòü äðóãîé ïðèìåð, èçìåíèòü ïàðàìåò-
ðû çàäà÷è è ò. ä. Èíîå äåëî êîìïüþòåð...
Êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ñâîáîäíû îò óêà-
çàííûõ îãðàíè÷åíèé. Çäåñü ïîääåðæêà âîç-
ìîæíîñòè âûáîðà ïðåäúÿâëÿåìîãî ìàòåðèà-
ëà, êîíòðîëÿ íàä ïðîöåññîì ïðåäñòàâëåíèÿ
èíôîðìàöèè, ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãóëèðî-
âàíèÿ åå õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿåòñÿ î÷å-
âèäíîé è îáùåïðèíÿòîé òåõíèêîé.

Íóæíà ëè ïîäîáíàÿ çàìåíà?

Ïîæàëóé, íåò! Ïî êðàéíåé ìåðå, íå âñåãî
è íå âñåãäà. Êîìïüþòåð ìîæåò ãîðàçäî áîëü-
øå è ýòî «êîìïüþòåðîâî» åìó è ñëåäóåò
ïîðó÷èòü â ïåðâóþ î÷åðåäü.

Íóæíî ëè ïðè ýòîì ñîõðàíèòü ïñèõî-
ëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå îñíîâû ñîçäàíèÿ ÑÎ
èëè èì ìåñòî ëèøü â ëèòåðàòóðå ïî èñòî-
ðèè ïåäàãîãèêè?

Áåçóñëîâíî íóæíî! Ïîêà-
æåì ýòî íà ïðèìåðàõ.

Íà÷íåì ñ Ïðèíöèïà Íàãëÿä-
íîñòè. Ñàìîé ïîïóëÿðíîé òå-
ìîé êóðñà ìàòåìàòèêè, äëÿ èçó-
÷åíèÿ êîòîðîé ðàçðàáàòûâàþò-
ñÿ è èñïîëüçóþòñÿ êîìïüþòåð-
íûå ïðîãðàììû, íåñîìíåííî ÿâ-
ëÿþòñÿ ôóíêöèè è èõ ãðàôè-
êè. Ýòî «óìåþò äåëàòü» è ëþ-

áèòåëüñêèå ïðîãðàììû, íàïèñàííûå øêîëü-
íèêàìè, è êîììåð÷åñêèå ïðîäóêòû, ñîçäàí-
íûå êàê ñïåöèàëüíî äëÿ èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè-
êè («MATH», âõîäÿùèé â ñòóäåí÷åñêèé ïà-
êåò Microsoft), òàê è äëÿ ðàáîòû èíæåíåðîâ
è ìàòåìàòèêîâ-ïðîôåññèîíàëîâ («MAPLE»
Maplesoft, «MATLAB» Mathworks,
«MATHEMATICA» Wolfram è äð.), çà÷àñ-
òóþ èñïîëüçóåìûå â ó÷åáíîì ïðîöåññå. Ïî-
ïðîáóåì ïîñòðîèòü ñ èõ ïîìîùüþ ãðàôèê

ôóíêöèè 
x

x
y

cos

2sin=  (ðèñ. 1 à). Ðåçóëüòàò

ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå «ëîãè÷íîìó» îòâåòó
ó÷àùèõñÿ:

 x
x

xx

x

x
y sin2

cos

cossin2

cos

2sin === .

Ðàçíèöà ëèøü îäíà: ïðîãðàììà íå â ñî-
ñòîÿíèè «îòëîâèòü» èçîëèðîâàííûå òî÷êè
ðàçðûâà, à ó÷åíèê ïðîñòî çàáûë èñêëþ÷èòü
ñëó÷àè, êîãäà çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Åùå «õóæå» îáñòîèò äåëî ñ ãðàôè-
êîì ôóíêöèè y = [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà
(ðèñ. 2 à). Íàëèöî ôàêò � êîììåð÷åñêèå ïðî-
ãðàììû íå óìåþò ñòðîèòü ãðàôèêè ôóíê-
öèé ñ êîíå÷íûìè ðàçðûâàìè. Òðåáîâàíèå
èçîìîðôèçìà ìîäåëè èçó÷àåìîìó ìàòåðèà-
ëó îçíà÷àåò íåïðèåìëåìîñòü ïîäîáíûõ ïî-
ñòðîåíèé. Íà ðèñ. 1 á è 2 á ïîêàçàíû êîð-
ðåêòíûå ãðàôèêè, ïîñòðîåííûå àâòîðñêîé
ïðîãðàììîé «ÂèæóÌàòèêà», êîòîðàÿ ëåãêî
ñïðàâëÿåòñÿ è ñ áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé çà-
äà÷åé ñîâìåñòíîãî ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ
ôóíêöèé }{ 3xy =  � äðîáíàÿ ÷àñòü 3x  è

xxfó sin)(1=  (ðèñ. 3).

Ñëåäóåò ëè ëþáîé öåíîé äîáèâàòüñÿ
ñîáëþäåíèÿ òðåáîâàíèÿ èçîìîðôèçìà ìî-
äåëè èçó÷àåìîìó ìàòåðèàëó?

Êàæäûé ïåäàãîã çíàåò, íàñêîëüêî ýô-
ôåêòèâíû êîíòðïðèìåðû â ïðîöåññå ôîð-

Ðèñ. 1. à) «Ãðàôè÷åñêèé Êàëüêóëÿòîð»,  á) «ÂèæóÌàòèêà»

à) á)
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Ðèñ.  2.  à) «Ãðàôè÷åñêèé Êàëüêóëÿòîð»,  á) «ÂèæóÌàòèêà»

Ðèñ. 3

ìèðîâàíèÿ çíàíèé. Îíè ïîçâîëÿþò àêöåí-
òèðîâàòü çíà÷èìîñòü íàëè÷èÿ ñóùåñòâåííûõ
ïðèçíàêîâ, ñîçäàâàÿ â ðåçóëüòàòå â ñîçíà-
íèè ó÷àùåãîñÿ àäåêâàòíûé îáðàç (èçîìîð-
ôíóþ ìîäåëü) èçó÷àåìîãî ïîíÿòèÿ.1  Ïðè
ýòîì ñàìè êîíòðïðèìåðû îïåðèðóþò ñ íå-
èçîìîðôíûìè ìîäåëÿìè!

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿ-
æåíèè åñòü òîëüêî Excel, êîòîðûé óæ òî÷-
íî íå ñîçäàâàëñÿ äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìà-
òèêè ñî âñåìè åå òîíêîñòÿìè. Ïîïðîáóåì ñ
åãî ïîìîùüþ ââåñòè ïîíÿòèå ôóíêöèè è åå
ãðàôèêà. Ïîñòðîèì òàáëèöó (ðèñ. 4 à), îï-
ðåäåëèâ ÿ÷åéêè ñòîëáöà Â êàê óäâîåííûå
ñîñåäíèå ÿ÷åéêè ñòîëáöà À. Íà îñíîâàíèè
ýòîãî òàáëè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè,
ïîñòðîèì åå ãðàôèê, êîòîðûé ïðè ïîäõî-
äÿùåì îïðåäåëåíèè áóäåò âûãëÿäåòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîëèðîâàííûõ òî÷åê
(ðèñ. 4 á). Îáñóäèâ ñ ó÷àùèìèñÿ èõ âçàèì-
íîå ðàñïîëîæåíèå ïðèõîäèì ê âûâîäó î öå-
ëåñîîáðàçíîñòè ñîåäèíèòü òî÷êè. Âûáèðà-
åì êîíôèãóðàöèþ «Scatter with Straight

Lines» è ïîëó÷àåì ïîäõîäÿùóþ
êàðòèíêó (ðèñ. 4 â). Êëèêíåì íà
ÿ÷åéêó Â2 è ïåðåîïðåäåëèì åå:
âìåñòî "=A2*2" ââåäåì "=A2^2".
Ïîñëå ÷åãî, óõâàòèâ çà êâàäðàòèê
â íèæíåì ïðàâîì óãëó âûäåëåí-
íîé ÿ÷åéêè Â2, ïðîòÿíåì åãî
âíèç äî êîíöà òàáëèöû. Â ðåçóëü-
òàòå ýòèõ ìàíèïóëÿöèé íàøà òàá-
ëèöà áóäåò ñîäåðæàòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ó = x2, íî àâòîìàòè÷åñ-
êè ïåðåñòðîèâøèéñÿ ãðàôèê âûã-
ëÿäèò â âèäå ëîìàíîé ëèíèè êàê-
òî íåñèìïàòè÷íî (ðèñ. 4 ã). Îá-

ñóäèâ ýòîò ôàêò ñ êëàññîì è ïðèäÿ ê âûâîäó,
÷òî ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñòðîÿòñÿ â
Excel áåç ó÷åòà ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñ-
òè, èçìåíèì êîíôèãóðàöèþ íà «Scatter with
Smooth Lines», ïîëó÷àåì ãëàäêóþ ïàðàáîëó
(ðèñ. 4 ä). Ïîéäåì äàëüøå è ïåðåîïðåäåëèì
çàâèñèìîñòü êàê "=A2-INT(A2)+3", òî åñòü
y = {x} + 3. Â ðåçóëüòàòå âåñü ñòîëáåö Â
çàïîëíèëñÿ òðîéêàìè, à íàø ãëàäêèé ãðà-
ôèê, ñîîòâåòñòâåííî, ïðåâðàòèëñÿ â ãîðèçîí-
òàëüíóþ ïðÿìóþ (ðèñ. 5 à).

Ñëèøêîì ïðîñòî äëÿ òàêîé «íåïðîñòîé»
ôóíêöèè! Äëÿ ïðîâåðêè íàøèõ ïîäîçðåíèé
äîáàâèì ê ãðàôèêó òðè öâåòíûå òî÷êè, ïî-
ëîæåíèåì êîòîðûõ áóäåì óïðàâëÿòü ñ ïîìî-
ùüþ íåñëîæíîãî óñòðîéñòâà (ðèñ. 5 á)2. Çäåñü
àáñöèññà êðàñíîé òî÷êè3 ââîäèòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñêðîëëáàðà êàê âåùåñòâåííîå ÷èñëî ñ
òî÷íîñòüþ 0.1, à åå îðäèíàòà âûñ÷èòûâàåò-
ñÿ â Excel êàê "=àáñöèññà-INT(àáñöèññà)+3",
òîãäà êàê æåëòàÿ è çåëåíàÿ òî÷êè îïðåäå-
ëåíû êàê ïðîåêöèè êðàñíîé íà îñè êîîð-
äèíàò. Èçìåíÿÿ ïîëîæåíèå ñêðîëëáàðà îá-

1 Â [4] èçëîæåíà ñèñòåìà ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðîâ.
2 Â Èçðàèëå ó÷àùèåñÿ èçó÷àþò Excel â íà÷àëå ó÷åáû â ñðåäíèõ êëàññàõ. Îíè ìîãóò ñäåëàòü òàêîå

óñòðîéñòâî ñàìè.
3 Òî÷êà âíóòðè ïåðâîé ÷åòâåðòè, ïîìå÷åííàÿ êâàäðàòèêîì) � Ïðèì. ðåä.

à) á)



7

Êîìïüþòåð êàê ñðåäñòâî îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå

ÑÒÀÍÄÀÐÒÛ È ÊÎÍÖÅÏÖÈÈ

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

íàðóæèâàåì, ÷òî êðàñíàÿ òî÷êà, áóäó÷è îï-
ðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ òîé æå çàâèñè-
ìîñòüþ, ÷òî è ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïî-
÷òè íèêîãäà íà íåé íå îêàçûâàåòñÿ! Îáñóæ-
äåíèå ýòîé ñèòóàöèè ñ êëàññîì ïîçâîëÿåò
ïðèäòè ê î÷åíü âàæíûì âûâîäàì ñ îäíîé
ñòîðîíû î ñâîéñòâàõ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ôóíêöèè, à ñ äðóãîé � î íåîáõîäè-
ìîñòè êðèòè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ê ðåçóëü-
òàòàì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â äàííîì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ îãðàíè÷åí-
íîñòü Excel ïîñëóæèëà íà ïîëüçó ïðåïîäà-
âàíèþ.1 Ñåé÷àñ ñàìàÿ ïîðà ïåðåéòè ê êîð-
ðåêòíûì ìîäåëÿì. Òîëüêî ïîñëå îêîí÷àíèÿ

à) á) â)

ã) ä)

à) á)

1 Ó÷åáíûå ïðîãðàììû, â òîì ÷èñëå è ëèøåííûå òàêèõ îãðàíè÷åíèé, äîëæíû ïîçâîëÿòü èõ ñèìóëÿöèþ.
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îòðàáîòêè òåìû â áóäóùåì ìîæíî áóäåò ïî-
ðîé èãíîðèðîâàòü òðåáîâàíèå èçîìîðôèçìà
ìîäåëåé, ïîëàãàÿñü íà ñïîñîáíîñòü ó÷àùèõñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíî ìûñëåííî âîñïîëíÿòü ïðî-
áåëû íàáëþäàåìûõ ãðàôèêîâ. Èíæåíåð èëè
ìàòåìàòèê ïðîñòî íå çàìåòèò íåäîñòàòêîâ
óïîìÿíóòûõ âûøå ïðîôåññèîíàëüíûõ ïðî-
äóêòîâ. Òàê è áûòü äîëæíî!

Ïîíÿòèå ôóíêöèè êàê ñîîòâåòñòâèÿ íà-
õîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ãåîìåòðèè.
Èíòåðôåéñ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì äèíà-
ìè÷åñêîé ãåîìåòðèè íåìûñëèì áåç èíòåí-
ñèâíîé ýêñïëóàòàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé: áàçîâàÿ îïåðàöèÿ ïî ïåðåäâè-
æåíèþ çàõâà÷åííûõ ìûøêîé îáúåêòîâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî òðåõìåðíûõ ïîñòðîåíèé â
«Cabri 3D» îñíîâàíî íà ïîâîðîòàõ. Ýòè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðîñòû â âîñïðèÿòèè è î÷åíü
áûñòðî, áåç îñîáûõ óñèëèé, ó÷àùèåñÿ íà÷è-
íàþò àêòèâíî èìè ïîëüçîâàòüñÿ. Ïðè ýòîì
ðàáîòà ïî ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó è ïîâî-
ðîòó âûïîëíÿåòñÿ êàê ïëàâíûé ïðîöåññ, íà
êîòîðîì àêöåíòèðóåòñÿ âíèìàíèå ó÷àùèõ-
ñÿ. Êàêîâà öåíà ýòîé ïðîñòîòû?

Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, ñîîòâåò-
ñòâèå (à ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ýòèõ ïîíÿòèé) � ýòî
íå ïðîöåññ, à ôàêò; õóæå � «ìãíîâåííûé»
àêò (ïðîîáðàç → îáðàç).

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåí-
íîé, íå ãîâîðÿò î ïðîöåññå ïîñòåïåííîãî
ïðåâðàùåíèÿ, «èçãèáàíèÿ» îñè àáñöèññ, äî
òåõ ïîð ïîêà îíà íå ïðèìåò ôîðìó êðèâîé �
ãðàôèêà ôóíêöèè. Îáñóæäàÿ ìåòîäèêó ïðå-
ïîäàâàíèÿ ãðàôèêîâ, âûøå ìû îáîøëèñü áåç
ìîëîòêà, êóñà÷åê, ïëîñêî- è êðóãëîãóáöåâ.

Ñàìè òåðìèíû «ïðåîáðàçîâàíèå», «ïå-
ðåíîñ», «ïîâîðîò» ñåìàíòè÷åñêè îáîçíà÷à-
þò ïðîöåññ, è ýòî ëèøü óñóãóáëÿåò çàáëóæ-
äåíèå. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåãî, â êàêîé-
òî ìîìåíò íóæíî ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîíÿòèÿ â ÿâíîì âèäå. Ïàðàäîêñàëüíî, íî
ïðîãðàììû äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè äëÿ
ýòîé öåëè íå î÷åíü ïðèñïîñîáëåíû! Äåëî â
òîì, ÷òî â íèõ èìååòñÿ ïîääåðæêà èñêëþ-
÷èòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ôèãóð, òîãäà êàê
â ìàòåìàòèêå íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ðàññìîòðåíèå ýòèõ ïîíÿòèé êàê ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà.

Ñàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèãóð ëåãèòèìíû
è ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûì ýëåìåíòîì ñî-
äåðæàíèÿ êóðñà ãåîìåòðèè. È åñëè óæ îïè-
ðàòüñÿ íà íèõ, òî îíè äîëæíû áûòü, ïî êðàé-
íåé ìåðå, «ðàñïîçíàâàåìû» õîòÿ áû êàê ñî-
îòâåòñòâèÿ, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîãðàììà
äîëæíà ïîääåðæèâàòü îòðàáîòêó êàê ìèíè-
ìóì äâóõ óìñòâåííûõ äåéñòâèé:

1) íàõîæäåíèå îáðàçà çàäàííîé ôèãóðû,
2) íàõîæäåíèå ïðîîáðàçà ïî èçâåñòíî-

ìó îáðàçó.
Ïîïðîáóåì, ê ïðèìåðó, ïîäâèíóòü îá-

ðàç òî÷êè, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïîâî-
ðîòà â «Cabri 2 Plus». Íå òóò òî áûëî, ïðî-
ãðàììà ïðîñòî «íå ðåàãèðóåò». Íèêàêèõ
«êîììåíòàðèåâ» î òîì, íàïðèìåð, ÷òî ïî-
ëîæåíèå ýòîé òî÷êè âñåöåëî îïðåäåëÿåòñÿ
äðóãèìè ýëåìåíòàìè ÷åðòåæà, êàêèìè è
êàê... Ñòîïîð!  Íåïåäàãîãè÷íî êàê-òî, õîòÿ
«ìàòåìàòèêà» â ïîðÿäêå: â ôóíêöèîíàëüíî
çàâèñèìîé ïàðå ñâîáîäåí ëèøü àðãóìåíò-
ïðîîáðàç òî÷êè. «ÂèæóÌàòèêà», ïîääåðæè-
âàÿ ðåæèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèãóð, èìååò
äðóæåñòâåííûé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåð-
ôåéñ, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â
ñëåäóþùåì:

1. Âûáðàííûå îáúåêòû ðèñóþòñÿ êðàñ-
íûì öâåòîì.

2. Ïðè ïåðåìåùåíèè ñ ïîìîùüþ ìûø-
êè âûáðàííûõ îáúåêòîâ:

� ïîëîæåíèå ìûøêè ïðîåöèðóåòñÿ íà
îñè êîîðäèíàò (íàñòðîéêà ïî óìîë÷àíèþ);

� ïåðåìåùàåìûå òî÷êè èçîáðàæàþòñÿ
«ïîëûìè», òîãäà êàê òî÷êè, íå ó÷àñòâóþ-
ùèå â äâèæåíèè, çàêðàøåíû âíóòðè;

� îáðàç ìûøêè-êóðñîðà ñîïðîâîæäàåò
òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïå-
ðåìåùåíèå (ýòèõ îáðàçîâ ìîæåò áûòü íå-
ñêîëüêî; íå îáÿçàòåëüíî òî÷êà, êîòîðóþ
âûáðàëè ïîñëåäíåé, áóäåò îòìå÷åíà îáðà-
çîì ìûøêè-êóðñîðà);

� îáúåêòû, êàê ïðàâèëî, ïåðåìåùàþòñÿ
äàæå â ñëó÷àå «îáúåêòà-ôóíêöèè». Ïðè ýòîì
çàâèñèìîñòü ìåæäó íèìè ñîõðàíÿåòñÿ.

Âûäåëåíèå íåçàâèñèìûõ îáúåêòîâ-«àð-
ãóìåíòîâ», õàðàêòåðèçóþùèõ äâèæåíèå
è/èëè âûáðàííûé îáúåêò, ÿâëÿåòñÿ ïðèìå-
ðîì ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé ïñèõîëîãî-
ïåäàãîãè÷åñêîé êîíöåïöèè, çàëîæåííîé â
ðàçðàáîòêó ýòîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà,
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Ðèñ. 6: à)  êîíôèãóðàöèÿ èç òðåõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ (Ð è center) íåçàâèñèìû,
à òî÷êà Ð1 îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ «Rotate2D(P,45,center)»

êàê ðåçóëüòàò ïîâîðîòà òî÷êè Ð âîêðóã òî÷êè center íà 45°;
á) ïåðåìåùàåòñÿ ïðîîáðàç � òî÷êà Ð; â) ïåðåìåùàåòñÿ îáðàç � òî÷êà Ð1; ã) äâèæåòñÿ center.

ïî ñðàâíåíèþ ñ èìåþùèìèñÿ ñðåäñòâàìè
Äèíàìè÷åñêîé Ãåîìåòðèè.

Òðóäíîñòü íàãëÿäíîãî ðàññìîòðåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé êàê ïðåîáðà-
çîâàíèé ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò â «íåäîñòàò-
êå» ðàçìåðíîñòè. Äëÿ èçîáðàæåíèÿ ôóíê-
öèè îäíîé ïåðåìåííîé íóæíî äâà èçìåðå-
íèÿ (ìû ñòðîèì ãðàôèêè íà äâóìåðíîé ïëîñ-
êîñòè), äëÿ èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïå-
ðåìåííûõ íóæíî òðè (ìû ñòðîèì ïîâåðõ-
íîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïëîñêîñòè òðåáóåò ÷åòûðåõ èç-
ìåðåíèé, à ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà
îïåðèðóåò ñ øåñòüþ! Ïðîáëåìà âèçóàëèçà-
öèè êàæåòñÿ íåðàçðåøèìîé. Íî òàê ëè ýòî?

Îáðàòèìñÿ ê òðàäèöèîííûì ÑÎ. Íà óðî-
êàõ ìàòåìàòèêè äàâíî èñïîëüçóþòñÿ êîäîñ-
êîïû, ïðîåöèðóþùèå ïðîçðà÷íûå îáúåêòû
(÷àùå âñåãî ïëîñêèå ïëåíêè) íà ýêðàí. Ýòî
ñîçäàåò âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàòü äèíàìè-
÷åñêèå èçîáðàæåíèÿ. Âûïóñêàþòñÿ íàáîðû
ãîòîâûõ ïëåíîê è ñðåäè íèõ íàáîð, ñîäåð-
æàùèé ïëåíêè ñ èçîáðàæåíèÿìè ñèñòåì
êîîðäèíàò, êðèâûõ è ïðÿìûõ, êîòîðûå ìîæ-
íî ñäâèãàòü ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó è
îòíîñèòåëüíî îñåé. Íî âåäü ýòî ãîòîâûé
ìàòåðèàë äëÿ ðàáîòû ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ïëîñêîñòè: êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ìîæ-
íî ñìåùàòü ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó,
ìîäåëèðóÿ äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè. È ñàìîå
ãëàâíîå: ÍÅÂÎÇÌÎÆÍÎ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎ-
ÂÀÒÜ ÒÎËÜÊÎ ÔÈÃÓÐÛ � îíè ïðåîáðà-
çóþòñÿ âìåñòå ñî ñâîèì íîñèòåëåì � âñåé
ïëîñêîñòüþ-ïëåíêîé èõ ñîäåðæàùåé. Èäåÿ
ïðîñòàÿ � íàäî ðàçäåëèòü ïðîñòðàíñòâà: îò-

äåëüíî ïîêàçûâàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è
îòäåëüíî � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Â êîìïü-
òåðíîé ïðîãðàììå â ðîëè ïëåíîê ìîãóò áûòü
ðàçäåëüíûå îêíà-«âçãëÿäû», è, êîíå÷íî, èõ
«íàëîæåíèå» ìîæíî ïîìåñòèòü â äîïîëíè-
òåëüíîå ñîâìåñòíîå îêíî.

Ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïëîñêîñòè.
Äëÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëè-
òåðàòóðà ñîäåðæèò áîãàòûé àðñåíàë èññëå-
äîâàòåëüñêèõ è ïåäàãîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ, ïðè-
åìîâ è ôîðì, â òîì ÷èñëå âñåâîçìîæíûõ
òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé f: C → R, ãäå â
êà÷åñòâå çíà÷åíèé áåðóòñÿ îòäåëüíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè (ìîäóëü, ìíèìàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ, àðãóìåíò è ò. ä.). Ìîæíî âçÿòü
ýòè èäåè íà âîîðóæåíèå.

Îñòàëîñü ðåøèòü êàê äàòü êîìïüþòåðó
çàäàíèå âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå. Ôóíê-
öèîíàëüíîå îïðåäåëåíèå â äâóìåðíîì ñëó-
÷àå âûãëÿäèò òàê: f (x, y) = (f 1(x, y), f 2(x, y)).
Íàïðèìåð, f (x, y) = (x + a, y + b) îïðåäåëÿ-
åò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïëîñêîñòè íà âåê-
òîð (a, b). À ïîñêîëüêó ãåîìåòðè÷åñêèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, åñ-
òåñòâåííî ïðèâëå÷ü äëÿ èõ èçó÷åíèÿ ìåõà-
íèçìû ëèíåéíîé àëãåáðû, â òîì ÷èñëå è
ìàòðè÷íîå îïðåäåëåíèå.

Â èòîãå, äâóìåðíàÿ ìîäåëü ïàðàëëåëü-
íîãî ïåðåíîñà ïëîñêîñòè íà âåêòîð (b, ñ) ñ
ïîñëåäóþùèì ïîâîðîòîì íà óãîë a âîêðóã
íà÷àëà êîîðäèíàò âûãëÿäèò êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 7. Çäåñü â âåðõíåì ëåâîì óãëó ïîêà-
çàíà èñõîäíàÿ ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ïîñò-
ðîåí òðåóãîëüíèê PQR è ãðàôèê ôóíêöèè

à) á) â) ã)
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xó sin= . Â âåðõíåì ïðàâîì óãëó � îáðàç
ýòîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííîãî â ìàòðè÷íîì
âèäå. Âíèçó ñëåâà ïîêàçàíî ñîâìåñòíîå èçîá-
ðàæåíèå «ñîäåðæèìîãî» è åãî îáðàçà. Ñî-
îòâåòñòâèå öâåòà òî÷åê ïëîñêîñòè è åå îá-
ðàçà ÿâëÿåòñÿ êîäîì, îáëåã÷àþøèì âîñïðè-
ÿòèå îòîáðàæåíèÿ â öåëîì. Ïðè ïåðåìåùå-
íèè ìûøêè â ëþáîì èç ýòèõ ïîäîêîí ïðî-
ãðàììà äèíàìè÷åñêè èçîáðàæàåò ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îáðàçû, ïðîîáðàçû è ïðîåêöèè;
òàê íà ðèñ. 7 ìûøêà óêàçûâàåò íà îáðàç
òî÷êè Ð, à ïðîãðàììà âûäåëÿåò åå ïðîîáðàç
íà «èñõîäíîé» ïëîñêîñòè è ïàðó ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òî÷åê íà íèæíåì ñîâìåñòíîì èçîá-
ðàæåíèè. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ, èçìåíÿÿ çíà÷å-
íèå êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ èíòåð-
ôåéñà ïðîãðàììû, ìîæíî íàáëþäàòü õàðàê-
òåð èõ âëèÿíèÿ íà ïîâåäåíèå ïðåîáðàçîâà-
íèé äàííîãî ñåìåéñòâà.

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñîçäàíèÿ
ïî íàñòîÿùåìó èíôîðìàòèâíîé, èçîìîðô-
íîé è ïðîñòîé â âîñïðèÿòèè ìîäåëè ìîãóò
ïîíàäîáèòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå îêíà è/èëè

Ðèñ. 7

ïîäõîäÿùèå õàðàêòåðèñòèêè èçîáðàæåíèÿ.
Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå ïàíåëè äèà-
ëîãîâîãî îêíà «Äâóìåðíîå Ïðåîáðàçîâàíèå /
Ôóíêöèÿ Êîìïëåêñíîãî Ïåðåìåííîãî», ñëó-
æàùåãî äëÿ íàñòðîéêè õàðàêòåðèñòèê ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé è ðåæèìîâ óïðàâ-
ëåíèÿ èìè. Îáðàòèì âíèìàíèå ëèøü íà âåð-
õíþþ ÷àñòü âòîðîé ïàíåëè, êîòîðàÿ ïîçâî-
ëÿåò âûáðàòü ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ïëîñ-
êîñòè. Ïî óìîë÷àíèþ, ýòî öâåòíàÿ ðàñêðàñ-
êà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 7. Åå ìîæíî çàìå-
íèòü íà öâåòíóþ èëè ÷åðíî-áåëóþ ñåòêó,
êàê ýòî ïðèíÿòî â êîìïëåêñíîì àíàëèçå,
íà êàðòèíêó, íàïðèìåð íà ôîòîãðàôèþ, èëè
óáðàòü âîâñå, îñòàâèâ ÷èñòóþ ïëîñêîñòü ñ
ðàçìåùåííûìè íà íåé ìàòåìàòè÷åñêèìè
îáúåêòàìè. Ïðè âñåõ òàêèõ çàìåíàõ ïîëó-
÷åííûå ìîäåëè � à ýòî ñîâîêóïíîñòè âñåõ
èñïîëüçóåìûõ ñèíõðîíèçèðîâàííûõ îêîí � ñî-
õðàíÿþò ñâîéñòâî èçîìîðôèçìà èçó÷àåìî-
ìó ìàòåðèàëó, êîòîðîå, êàê óêàçûâàëîñü
âûøå, îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè èçó÷à-
åìîìó ñ åå ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèþ, ïîä-
äåðæêó ïðåæäå âñåãî äâóõ óìñòâåííûõ äåé-
ñòâèé: íàõîæäåíèå îáðàçà ïðîèçâîëüíîé
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òî÷êè ïëîñêîñòè è íàõîæ-
äåíèå ïðîîáðàçà ïî èçâåñò-
íîìó îáðàçó â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåíèì èçó÷àåìîãî
îòîáðàæåíèÿ1.

Ïðîñòîòà âîñïðèÿòèÿ
ýòèõ ìîäåëåé çàâèñèò îò
àóäèòîðèè: íà÷èíàþùåìó
áîëåå «âïå÷àòëÿþùåé» ïî-
êàæåòñÿ ðàáîòà ñ ôîòîãðà-
ôèÿìè. Åãî âíèìàíèå áóäåò
îáðàùåíî èñêëþ÷èòåëüíî
íà ïîäòâåðæäåíèå ñîîòâåò-
ñòâèÿ, äîñòèãàåìîå ïðîñòûì
ìàíèïóëèðîâàíèåì ìûøêîé
è ñðàâíåíèåì èçîáðàæåíèé
â âåðõíèõ îêíàõ (âî âðåìÿ
îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïëîñêîñòü-«êàðòèíêà»
äåéñòâèòåëüíî ïîâîðà÷èâà-
åòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðà-
ìåòðà a è ñäâèãàåòñÿ ïðè
èçìåíåíèè b, c). «Ïðîäâè-
íóòîìó» ó÷åíèêó ãîðàçäî áî-
ëåå âûðàçèòåëüíîé ïðåäñòàâèòñÿ ÷åðíî-áå-
ëàÿ ñåòêà. Ïðîñòîòà � õàðàêòåðèñòèêà
ñóáúåêòèâíàÿ.

Èçîìîðôèçì æå, áóäó÷è îáúåêòèâíûì
ñâîéñòâîì, çàâèñèò îäíàêî îò ãëóáèíû èçó-
÷åíèÿ ìàòåðèàëà: íà ðàçíûõ ýòàïàõ ó÷åáíî-
ãî ïðîöåññà ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå, âñå
áîëåå øèðîêèå íàáîðû õàðàêòåðèñòèê ýòîãî
ìàòåðèàëà, è ìîäåëè äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñîîò-
âåòñòâèÿ ñîäåðæàíèþ ñòàíîâÿòñÿ áîëåå äå-
òàëèçèðîâàííûìè è âíóòðåííå óñëîæíåííû-
ìè. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáëàäà-
þò äâóìÿ íå çàâèñÿùèìè îò ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà âàæíûìè ñâîéñòâàìè, ëåæàùèìè
â îñíîâå ïîñòðîåíèé è äîêàçàòåëüñòâ:

1. Ñîõðàíåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé:
äëÿ ëþáîé òî÷êè Ò, ïðÿìîé PR è èõ îáðà-
çîâ Ò′ è P′ R′ åñëè Ò ∈ PR, òî Ò′ ∈ P′ R′.

2. Ñîõðàíåíèå îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèé:
äëÿ ëþáûõ îòðåçêîâ PR è MN è èõ îáðàçîâ

P′ R′ è M′ N′  
NM

RP

MN

PR
′′

′′
= .

Îáúÿñíèâ èõ çíà÷åíèå (äëÿ ïîñòðîåíèÿ
îáðàçà ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû äîñòàòî÷íî
íàéòè îáðàçû êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà åå òî-
÷åê, ïîñëå ÷åãî ìîæíî ïðîñòî ñîåäèíèòü
èõ îòðåçêàìè), ïîïðîáóåì ýòè ñâîéñòâà «äî-
êàçàòü».

Íà ðèñ. 10 ñíîâà ïîêàçàíà ìîäåëü ïîâî-
ðîòà âîêðóã òî÷êè (b, c) íà óãîë α, ïðåäâà-
ðèòåëüíî «î÷èùåííàÿ» îò òðåóãîëüíèêà è
ñèíóñîèäû. Çàìåíèâ ðåæèì îòîáðàæåíèÿ íà
öâåòíóþ ñåòêó, îáíàðóæèâàåì, ÷òî ñîñòàâ-
ëÿþùèå åå ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå
ïðÿìûå ñîõðàíÿþò ñâîþ «ôîðìó» � ïðåîá-

Ðèñ. 8

1 Äàæå îòðàáîòêà òîëüêî ýòèõ äåéñòâèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, â ÷àñòíîñòè, êîãäà
èçó÷àåìîå  îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì (ê «ñ÷àñòüþ» áàçîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà òàêîâû-
ìè íå ÿâëÿþòñÿ). Ïîòðåáóåòñÿ ïðèâëå÷ü äîïîëíèòåëüíûé àðñåíàë äèäàêòè÷åñêèõ ñðåäñòâ, íàïðèìåð, âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ñïåöèàëüíûìè òðåõìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè,  ïîäâèæíûìè çîíàìè è ò. ä. Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíà
ìîäåëü ôóíêöèè zzf sin)( = , äåìîíñòðèðóþùàÿ ìíîæåñòâåííûå ïðîîáðàçû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, íàõîäÿùåãî
â òî÷êå, íà êîòîðóþ óêàçûâàåò ìûøêà. Äëÿ ïîÿñíåíèÿ öâåòà òî÷êè ïîä ìûøêîé è ïðè÷èí ïîòåðè êîëîðèòà
èñõîäíîé îáëàñòè â öåëîì ïðèâëå÷åíû äîïîëíèòåëüíûå îêíà ñ ïîâåðõíîñòÿìè, íà êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ
ñèíõðîíèçèðîâàííûå ïðîîáðàçû.
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ðàçóþòñÿ â ïðÿìûå. Âîïðîñ îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåíûõ ïðÿìûõ îñòàåò-
ñÿ îòêðûòûì. Ââåäåì äâå ñâîáîäíûå òî÷êè
P è R è ñîåäèíèì èõ ïðÿìîé. Îïðåäåëèì
òî÷êó T êàê ñâîáîäíî ïåðåìåùàþùóþñÿ
âäîëü ýòîé ïðÿìîé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ìûø-
êîé, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåðôåéñîì ïðî-
ãðàììû, èëè íàïðÿìóþ, ââåäÿ âûðàæåíèå
«pointOnSegment(P, R, 0.15)», ãäå 0.15 � ýòî
êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, îï-
ðåäåëÿþùåé ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïðÿìîé PR
(òî÷êà ëåæèò íà îòðåçêå PR, êîãäà çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòà íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå [0,1]).
Â ëþáîì ñëó÷àå òî÷êà áóäåò îïðåäåëåíà
èìåííî èì. Îñîáåííîñòü òî÷åê, òåì èëè
èíûì ñïîñîáîì îïðåäåëåííûõ âûðàæåíèÿ-
ìè ñåìåéñòâà pointOn... (pointOnSegment,
pointOnSurface, pointOnConic è ò. ä.), ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî, áóäó÷è çàâèñèìûìè îò äðó-
ãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïðè ñâîåì ïå-
ðåìåùåíèè ñ ïîìîùüþ ìûøêè îíè èçìå-
íÿþò ïîëîæåíèå ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùåãî
àâòîìàòè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ñâîèõ ÷èñëîâûõ
ïàðàìåòðîâ èëè, åñëè ýòî íåâîçìîæíî, íå
ïåðåìåùàþòñÿ âîâñå (ñð. ñ ïðèíöèïàìè

îðãàíèçàöèè èíòåðôåéñà, èëëþñòðèðîâàí-
íûìè íà ðèñ. 6). Ïîäâèãàåì íàøè òðè òî÷-
êè. Îáðàùàåì âíèìàíèå ó÷àùèõñÿ íà ñî-
õðàíåíèå òåñòèðóåìûõ îòíîøåíèé Ò ∈ PR
è Ò′ ∈ P′ R′.  Â ïðîäâèíóòîé àóäèòîðèè
ìîæíî çàäàòü ïîëîæåíèå òî÷êè Q ÿâíîé
ôîðìóëîé d ⋅ P + (1 � d) ⋅ R, ãäå d � ñâîáîä-
íûé ïàðàìåòð, è, ìåíÿÿ åãî çíà÷åíèÿ, óáå-
äèòüñÿ, ÷òî íàáëþäàåìîå ñâîéñòâî âûïîë-
íÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå. Îáðàòèì âíèìàíèå
ó÷àùèõñÿ, ÷òî îáðàçû òî÷åê (èõ èìåíà ïðî-
ãðàììà ìåòèò àïîñòðîôàìè) è ïðÿìîé ïî-
ñòðîåíû àâòîìàòè÷åñêè, ïðîñòî ïîòîìó ÷òî
îíè ïðèíàäëåæàò òðàíñôîðìèðóåìîé ïëîñ-
êîñòè (ñð. ñ ïîðÿäêîì ïîñòðîåíèÿ òî÷êè
Ð1 íà ðèñ. 6). Ñêåïòèê ìîæåò óñîìíèòüñÿ
â èñòèííîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ èñ-
êëþ÷èòåëüíî âèçóàëüíî. Â ëþáîì ñëó÷àå
÷ðåçâû÷àéíî âàæíî îáñóäèòü òàêóþ âåðîÿò-
íîñòü, âûÿñíèòü è ââåñòè â êîìïüòåð àíà-
ëèòè÷åñêèå êðèòåðèè, ïîäòâåðæäàþùèå
ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê îòðåçêàì (ïåðâûå ÷å-
òûðå ñòðîêè â îêíå óñëîâèé â íèæíåì ïðà-
âîì óãëó ðèñ. 10). Ïîâòîðèâ ìàíèïóëÿöèè ñ
òî÷êàìè è ïàðàìåòðîì d, óáåæäàåìñÿ â òîì,

Ðèñ. 9
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÷òî äî òåõ ïîð ïîêà òî÷êè
T è Q îñòàþòñÿ âíóòðè îò-
ðåçêà, ïðàâûé ñòîëáåö ýòî-
ãî îêíà öåëèêîì çàïîëíåí
çíà÷åíèÿìè True.

Ñâîéñòâî 2) íå ñòîëü
«íàãëÿäíî». Äëÿ åãî ïðîâåð-
êè ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ
òî÷êó S è äîïîëíèòåëüíóþ
ñòðîêó â îêíå óñëîâèé
(íèæíÿÿ ñòðîêà íà ðèñ. 10).
Ìåíÿÿ ìûøêîé ïîëîæåíèÿ
òðåõ òî÷åê P, R è S, îáíà-
ðóæèâàåì íåèçìåííîñòü
çíà÷åíèÿ True ýòîãî óñëî-
âèÿ.

Ìåíÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ a, b è c, èçìåíèì
ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå. Íà-
áëþäàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
èçìåíåíèÿ èçîáðàæåíèé â
ïðàâîì è íèæíåì îêíå, îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà íåèç-
ìåííîñòü çíà÷åíèé â ñòîëáèêå îêíà óñëî-
âèé. Äîïîëíèòåëüíîå âàðüèðîâàíèå ïîëîæå-
íèé òî÷åê ñöåíû òàêæå îñòàâëÿåò ýòî îêíî
íåèçìåííûì. Ïîõîæå, ÷òî íàøè óñëîâèÿ

Ðèñ. 10

Dr. Vladimir Nodelman,
Holon Institute of Technology,
Faculty of Sciences,
Dept. of Computer Scienes, Israel.
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